
��������	 
�� ��������� ������	�� ��������� ��������	� �� ������. 
 

���
�� ������ 
 
������� �	
��: � ���� ������ �	 ��
�������� ����� ��������� 
���	� 
�� ��
��������� ������	� ������� � 
��������� ��������� ������������	� ����������. ������� ��
�������	 �������������	��, ������� �	�� 
������� ����!�� ������ �� ��
��������� ��
���������� "�� (1) � ������� (2), �� � 
�!������	�� 
������ ������ �� ���
�� �����	� �������	� � �����. #������� �� ��  �� �������������� ���������, � ��
$�� 
��� �� �������������� ������� ��  ���� ���������� �������, !���$������ ����� ��%���� ������� ����� 

������� ����%�� ��
���������. #�$� ��������	 ����� ��������� ��������� �������������� ������� �����, � 
�����	� ��
���� ��!���, � ���������	 
� ��� �� ��� ���� �� ������ ���$��� !���$��. &	 ��
�������� ��������� 
������������ ��������� ���� ���������� � ��!����� ���� ����� �	 �������, �����	� 
����	���� ����� ����� 
��$��� ��
���������. 
 
'�� ��	� ����� – �������� �������, !������� ����� ��$����, ����������� ���� ����� ����, ���������� 
����������. 
 
(��
���� 
 
�������� ����!�� ��
�������� ��!�� ����������	� ������ ����������� ����� � �����!���� ������	� ������. 
����$������ ��!��� � �����!���� � ������������ �������� ������, �������������� ����������, � ���!��������� 
����� !	�� �	�����	 ��� ����
������������ ������� � !�����	�� ���������. )����������� ���� ����
�� 
�������� ���������	� ���������� 
�� ��
��������� � ���������� !�����	�� ��������� ������� ����. ' 
���������, ������ ��
� �, �����	� �������� !	 ��
������� � ��
� !������� �������, �������� NP-�����	�� 
��
� ���. *��
���������, ��� �������	� �
��
	 
�� ��
��������� ���� ������� ����!���, � ��
$�� ��� ��, 
��$������ �������, ���� ��� �������� ������ �������������� � ����������� �� ������� ��
� �. ( ���� � ������� 
��������� ������ ������������� ����� �	� ����
�� ��
��������� � ���������� ������	� �������. ( ��
$�� 
��� ��, ��� �������	� �
��
	 ��
��������� ����� �������������	 ��� � ������ �
��
 ��
��������� ������� � 
���%�� ��!��� ����������. #� �������, ������������ !���� ���������	� ��
��������� � ������������	� 
��������	, �	 ����� ��!����� �������������	� ��� ����. 
&�������� ����
�� !	�� �����!����	 
�� ��
��������� � ���������� !�����	�� ���������. +�������	� �� 
������ ����� ��
��������� � ���%�� ��!��� ����������: ����	 '����, ��� ������ ����� ����� sum-of-product 
�������� 
������� ������� �	��, �.�. ���
�� ������� n ���������� ���!��� ����������� ��
��������� 2n ��� 
!����. ����� ����� �� ����������� ��
��������� �����	�, � ������� ���� 
�� ������ �������, �� ����� 
��������������� ���������. ,����� ������ ��
��������� ���� ��� � ��!� ��������� ����� ��
����� 
(���������) (��� ������������� ��������� ����	� ��!��) � ����
�� � ��
� �
����
��� �������. #� � ���� 
����
�� ���� � ��
 ��
��������. (�-���	�, �������� ��� �� ������� �����	� ���!��� ��������������� ��������� 
��
���������. #������, ������� « �������» � «�� �������» �������� ��
$�� ������� �� ���� ���� 
��
����������. (�����, � �� ����� ��� �������	� ������� ����� ��	�� � ����� ��
���������, ������
� ����	� 
������� ����� ��� ������������� ����� ��������� ������� � ��������������� ���������� ��
���������. ( 
����� ������, �� �
�� �� ���� ��
���������  �� 
��� ������ ����� �����, �.�., ����
��� ������� ����� ����� 
��������� ��
���������. *��
���������, ������������ �� ��������������� � �	��������� ����� !	�� 
������� 
���
�������. 
( ���������� ���� �������������, !���$������ ������� ��!����%�� � ����
������������� ������� � !�����	�� 
���������  ����� ������ ����� ��� ���
����. +�� 
������� � ��������	� $����, �� � ����� ������ 
«���	������», ���� �	��
�� �� ��
��	 �!����� ��� ��� ��� ������������� ��
������� ��� ��� � ���������	�� 
��������� �������.  
( ���� ������ �	 ��
�������� ���	� ����� ���������� 
�� ���������� � !�����	�� ��������� ��
��������	�� 
� ��
� ������������ ������� ���� �����. -�� ����������� ����� �� !������� 
�������� ��$���� 
��
���������� "�� � � 
������$�� �������� �������. .�� �� �����, �	 ������� 
������$�� ������ ���� �� 
����������� ������������	� �������	� – �����������. -�� ������ ���� �������� !���� ���������� 
�����!��	���� ��������	 ���������� ��
���������. 
#�$� ��
��������� ����� ��
 �����%���� � ��������� � ��
	
�%��� �
��
��� ���������� � !�����	�� 
���������. (�-���	�, !���$������ �!%�� ����� ��%���� ������� ����� ��������� ��
���������. #������, 
��� �������� �	� ������� (���� �� « �������» � «�� �������») ��
�������	 ������� �
� ���� ����� ����� ����� 
���
���� ���� ����� ����������. (�-����	�, ��
��������� �������	 ���������� �� ��$�� ����������, ���
� 
�!��!���� ����
������������ ������� ���
$����� ��
�����, ���� ���!%�. (�������� ��������� ��!�� ������ 
������� ������ ��� �������� ����� 
�� ������� � ������� �	 ��!�����. #������, �	 ������� ������� ���!��� 
����� �������������� ������� �����, � �� ����� ��� ���!���������� 
��� !�����	� ������� (����� ��� 
���/������, �	 ������, � ��������� – ��� ��
����	� ��� ��) ���!��� ������� ������������� 
��� �������� 
�����. #������, ��$� ��
��������� �������� ������ ����� ������ ���%������ �����, �.�. ���
�� ������� ����� 
���������� ��
���������. +���
�, ������� �� ��������������� ���
���� � ��������� �� �
���� ����� 
��� ������, 
� ������� �
������������ ���
���� � ������� ������� ��������	. 
' ��������� ��$� ��
��������� �� ����� ������ ��������� �����������	� �������������. ,���
� ����� �	 

����	 ���
������ � ���
��� �
��	� ���
�	� ��������� � �� ����� ���������� 
�� ���� ��
��������	� 



�������. 0�� �������	� ������� ������ ����� ��
�������%��� ������� � ���  ����������� � ����� ���
��. 
,��!���� �	 ������� ���
�� ����������� ����� �������� NP-������� ��
� ��. #�$ �	�, ��� �� �����, 
����	����,  ��  ������ ������%�� ��!����, ����� �	!���� �
��
�%�� ����
 !�� ����� !���$�� ���������. 
,�����  �� ������������ ���������� ��������� �������� ����� ������� � ����,  �� �������� ���� ������ 
�	!���� �
������	� ����
. ����� ����, ���� ��������� �������, �����	� ����� !	�� ��
�������	 !�����	�� 
�	��������� ��� ���� ������ ������ ��������� �������, �� 
�� ���� ���
�	� ����
������������� ��
��������� � 
��
� ��������������� ����� ���$��� !���$�� 
�� ������������ �� �������. #������, �	 
������� � 
���������,  �� ������� ���	���%�� ��������� ���� ��������� ��������� ��
���������� ������, ������ 
�������� ������ ��������������, ���������� �� ���
�	� ����
�������������. 1��� �� ������������� 
���� �������� ���������, ��$ �	� ����	����,  �� ����� ������� ��
�� ��������� � ����������. 0�� 
����� 
������� ��!���, ���!���� � ���!���������, ��$� ����
	 ����� �	, �� ������ � ������ ���	� ��������. 
&�����!����� ����� ������ ��
��������� 
�������	� ������� � ������%�� ������ ���������� �����
�����. ��
 
���������	 � ����� ���
��	 ��
������� ������� &�����, ��
����%��� !���� 100 ��	���, �� �� �
�� �� ���	���� 
�������� 
�� ����������� �������	 ��������� !�����	�� ���������. ' � �����, 2������ � 3 ��
� ��� ��� 
�������� ������ �������� ������ ���� ������ �� ��$�, � �������  �� 
�� ����� ����� !	�� �������	 �� 
�������������� ��������������� �� ������������� �����, �  �� �������	� ������� ����!��� ���� !���$��� 
������� �� ����� ������ �����,  �� �� !���� ������ ������ �����. ,��� ����� ������� ������ �� ��$� 
�� 
�����%���� ������� ����� ��
�������%��� ��������� �������. #�$� ��������	 ��������� ������� � 
��� 
��������, � 
�� ��������� 
��� ������� �������� ���	��, ��� �� ����� ��� ����������� ����
��� � �������� 
������� ����� ����������. 
*��
��%��  ���� ���� ������ ��
����� ���������� ��
��������� ������������	� ������. &	 ���
����� ����	, 
�������, �����	� ��� �	������, � «�����» �����%���	� ������. 4���� �	 
������� ��� ���� �������� 
�����%���	� ������������	� ������: ��  �� ��� �������� ������ ����� ��
���������� !������� �������. 0���� 
�	 ����������� ��
 �������, � �!��
��� ������������� ��$��� ��
���������. )���
� �� ����� �	 ���
����� 
��������� ���������� 
�� ���������� � !�����	�� ��������� ��
��������	�� � ��
� ������. -�� ��������	 
���� ��� � ��!� �������� ������� ���������� 
�� ��!��	 � �������. 
 
,���� ���� 
 
&	 ������,  �� ��� ������� ����� ���� ����� ���������� ������ n. (	����� ����� ������� ��� ���� ����� ���� 
���!��������� ��� !������� �	������� ��� !������� �������, ��� ���!��
��� ���
������� � ���
��� ���
�	� 

���	�, � ���� ���
�� 
����� !	�� �!�������� 
�� ���� �������. 
4����� ���������� ��������� xi ������� f ���������� b, ���	������ «������ ���� f» � ����	������ ���: 
f|xi=b , 
�� ��!��� ��������� x1,…,xn, 
f|xi=b(x1,…,xn)=f(x1, … , xi-1 , b , xi+1 , … ,xn)  
4����� ���������� ��������� xi ������� f �������� g, ���	������ «��������� f � g» � ����	������ ���: 
f|xi=g , 
�� ��!��� ��������� x1,…,xn, 
f|xi=g(x1,…,xn)=f(x1, … , xi-1 , g(x1,…,xn) , xi+1 , … ,xn)  
#������	� ������� �� ������� �� ���� ����������. «&�������� �����������» ������� f, �!���� ����� If, � �
����� 
��� �� ��������	 �� �����	� 
����� ������� �������, �.�. 
If={i|f|xi=0<>f|xi=1} 
 
�������, �����	� �� ��!�� ��� ���� ���
���� �������� 
��� ��������� 1 (0), ���	������ «��������� 1» 
(«��������� 0»). +!� ��� ������� ����� ����� ��������� �����������. 
�������� ������� ����� !	�� ����������� ��������� �
��������� n-������� !�������� ���������, �� ������� 
������� 
��� ��������� 1. «&�������� �
������������» �!���� ����� Sf � ����	������ ��� 
Sf={(x1,…,xn)|f(x1,…,xn)=1} 



II. ,��
��������� 
 
( ���� ���
��� �	 ������ ����� ����� ��
��������� !�����	� ������� � 
�������,  �� ��� ����� ������ ����� 
��
. 
+��
������ 1: ������������	� ���� ����� ������, � �������� ���������	� ������ � ���������� ���$�� V, 
��
����%�� 
�� ��� ����. #������������� ���$��� v ����� ����!��	 � ��
��� ��������� index(v)5{1,…,n} � 
�� 
����� low(v) � high(v) 5 V. .����������� ���$��� v ����� ��� ���� ����!��� value(v)5{0,1}. 
����� ����, 
�� ��!�� �������������� ���$��	 v, ���� �� low(v) ����� �������� �������������� ���$����, �� �	 
����� index(v) < index(low(v)). .���� �� �!�����, ���� high(v) �������������� ���$���, �� index(v) < index(high(v)). 
)���
� �� ��$��� ���
������, ������������	� ���� ��������� �
��������� �������� !������� 
�������	 
������� ��$����. .���� ������������	� ���� 
����� !	�� ������ �	�. 
.���� ���
���� ����� ���
� ������������	� ������ � !�����	�� ���������. 
+��
������ 2. ������������	� ���� G � �������� ���$���� v ���������� ���	���� ������� fv ���: 

1) ���� v ������������ ���$��� 
�) if value(v) = 1, then fv = 1 
!) if value(v) = 0, then fv = 0 
2) 1��� v �������������� ���$��� � index(v) = i, ���
� fv – ������� 

 
fv(x1,…,xn) = (-)xi*flow(v)( x1,…,xn) + xi*fhigh(v)( x1,…,xn) 
 
0������ �������, �	 ����� ������������� ��������� ��� ���� ��������� � ��� ��������� ���� �����, �� ���� � 
��� �����, �
� ���� ��������� ��� ���� � 
���� ��� ��
�������� � «���
$�� �

�����» ���� ��� ���� ��������� 0 
��� � «����$�� �

�����» - ���� �������� ����� 1. 4�� ���� �� ����� ������� 
�� 
����� ����
������������ 
���������� !�
�� ��� ����� ������������ ���$��	 � ����� �����. (���� ��������,  �� ��� ���� ��	 ���������� 
��������	� ��� ����. ) ���
�� ���$��� ����� � ������� ���� �
�� ���, �.�. ��� «��
��������� ���$��	». 
0�� ������������	� ����� � ������� ��������	�� ���� ��� ����
��� � �������� � � ��!��� ����������, � 
�� �����: 
+��
������ 3: ������������	� ����	 G � G` ��������	 ���� ��%������� �������-�
����� ��� ������� g 
�� 
���$�� ������ G � G`, �����  �� 
�� ��!�� ���$��	 v ���� g(v)=v1, ���
� v � v1 ����������	� ���$��	 � 
�
������	�� ��� ������ ��� ������������	� ���$��	 � �
������	�� ��� ������ ��
�����. 
+!������ �������� �� ��,  �� ������������	� ���� G ����� ������ �
�� ������ � �
����	 ��!�� �������������� 
���$��	 
��������������	, ���������� ���!������� sigma ���
� G � G` ������ ���: ������ G 
����� !	�� 
���!����� � ������ G`, � ����� ��� �
����	 
����	 !	�� ���!�����	 � ������� �	�. ,������� 
��� ������ �� 
������������ 
������� ������. 
+��
������ 4: 
�� ��!�� ���$��	 v ��������������� ����� G, �
���� � ������ � ���$��� v ���
���� ��� ���� 
������%�� �� v � ���� �
������. 
"���� 1: ���� ���� G ��������� ����� G` ���!�������� sigma, ���
� 
�� ��!�� ���$��	 v � ����� G �	������: 
�
���� � ������ v ��������� �
����� � ������ sigma(v). 
0������������� ���� ����	 � ���
��, �.�. ������ ���� sigma �� v � �� �������� ��������� ���������� 
���!�������. 
������ ��������������� ����� ����� !	�� �����$�� !�� ��������� ������� �	
������� ��$��� ���$�� � 

�!��������	� �
������. 2��� ��� ���	� � ���������� ����� 
������� � !�
�� ��$�� ����
�	� ������ 
�� 
��
��������� !������� �������. 
+��
������ 5: ������������	� ���� G �����%�� ���� �� �� ��
����� ���$�� v �����,  �� low(v)=high(v), � �� 
��
����� ���$�� v � v1 �����  �� �� �
����	 ��������	. 
*��
��%�� ����� �	������ ���� �� ���
������ �����%������ ��������������� �����. 
"���� 2: 0�� ���
�� ���$��	 v � �����%����� �������������� �����, �
���� � ������ v  !�
�� ��� � ��!� 
�����%���	�. 
*��
��%�� ������� 
����	���� ��� ���� �������� �����%������ ��������������� �����, � ������ ��  �� ����� 
����	 ��������� ������ ����� ��
��������� !������� �������, �.�. ���
�� ������� ��
�������� ��������	� 
�����%���	� ������������	� ������. ( ���� �� �� 
����� ������ ����� ��
��������� !�����	� �������, ����� 
��� ������ ����� ����� sum-of-product. 
.������ 1: 0�� ��!�� !������� ������� f , ���� �
�� � ������ �
�� �����%���	� ������������	� ���� 
�	�����%�� f � ��!�� 
����� ������������	� ���� �	�����%�� f !�
�� ��
������ !���$� ���$��. 
0�������������: 0������������� ���� ������	 �������� �� ��
����� 
�� ������� ����� If. 
0�� /If/=0, f – ��� ���������, 0 ��� 1. ,���� ���� G ��� �����%���	� ���� �	�����%�� ������� ��������� 0. 6 ����� 
����� �� ����� !	�� ���$�� ����������	� ���$�� �� ��� ����� 1, ��� � ������� �� ��������� ��!��� ���������� 

��� ��������� = 1.  ,��
������,  �� ���� G ��
����� � ������� ���� �
�� �������������� ���$���. .��
�, �.�. 
���� ������ �� 
����� !	�� ���$��� v 
�� ������� � low(v) � high(v) !�
�� ����������	�� ���$�����, � ��� �� 
value(low(v))=value(high(high(v)) = 0. +!� ��� ���$��	 
�������	, � ���� ��� �� ��� �!������ ��������	� ���� ��� 
�� ��� �
���� �	, �.�. value(low(v))=value(high(high(v)).  ( �!��� ��� ��� G �� !�
�� �����%���	� ������������	� 
������. +���
� ���
���,  �� ������ �����%���	� ���� �	������ ������� 0 � �� ������� �� �
��� ������������ 
���$��	 �� ��� ����� 0. ������� �� 
�� ������� 1. 
*��
��%�� ��
��������, ��  �� ������� 
�� ��!�� ������� g � |Ig| < k �,  �� |If| = k, �
� k>0. ,���� i ����������� 
��� ���� If , �.�. ���������	� ��!�� ���������� �� �����	� ������� �������.  +��
���� ������� f0 � f1 ��� f|xi=0 � 



f|xi=1. +!� ��� ������� ����� �������	� ������ ����$�� k � ������ ��
�������	  ��������	�� �����%���	�� 
������������	�� �������. ,���� ��� ����	 G � G`. &	 
������,  �� ��� ����� ��������	 � �������� ���$���� �� 
��� ����� i � �!� �
����� �	������ ������� f0 � f1. ,���� v � v` ������������	� ���$��	 � 
��� ������ �����  �� 
index(v)=index(v`)=i. ,�
����	 � ������� v � v` �!� �	������ f, �.�. f �� ������� �� ��� ���� x1, …, xi-1.  ,�
����	 � 
������� � ���$���� low(v) � low(v`) �!� �	������ ������� f0 � � ������ ��
����� 
����	 !	�� ��������	 
���������� ���!������� sigma0. .���� � �
����	 high(v) � high(v`) �!� �	������ f1 � ��������	 ���������� 
���!������� sigma1. 
&	 �
����� ������
����,  �� �
����	 � ������� v � v` ��������	 ���!������� sigma, ���
�������� ���: 
  v`  u=v 
sigma(u) =  sigma0(u) u �
���� low(v) 
  sigma1(u) u �
���� high(v) 
 
0�� 
������������� �����, ��� ���!��
��� �������,  �� ������� sigma 
������ �� ���
����� �  �� ��� ���������� 
���!�������.  4������,  �� ���� ���$��� u ��
������� � �!��� �
������ low(v) � high(v), ���
� �� ����� sigma0(u) � 
sigma1(u) 
����	 !	�� ��������	 � 
����	 !	�� ��������	 ����� � ������ u  � 
��� 
����. ..�. ���� G` �� 
��
����� � ��!� ��������	� �
������, ��� �������� ������ � ��� �� ���
� sigma0(u)=sigma1(u), � ���
��������� 
���
������ sigma ����� � ������. .���� �!����� ��,  �� sigma ��� ���������� ���!�������, ���
��� ���� �� 
���
������. ,� ��� �� �� ���, ����� ��������,  �� ���!������� sigma 
����� !	�� �
����� ��� – ���� 
��%������� 
�������	� ���$��	 u1 � u2 � ����� G � sigma(u1)=sigma(u2), ���
� �
����	 � ����� ���$����� !�
�� 
��������	 �
����� sigma(u1), �������� �� ��,  �� ���� G �������%��. #������ ��,  �� sigma �������� ��������	� 
���!�������� ���
��� ���� �� ���
������ � �� ���� �����,  �� � sigma1 � sigma2 �
����������� ���������.  
������� �� ����� �������,  �� ���� G ��
����� � ��!� ������ �
�� ���$��� � index(u)=i �.�. ���� �%� �
�� ����� 
���$��� ��%�������, � ����� ������� ��������	� �
����	. &	 �������,  �� ������ 
����� !	�� ���$��� v. 
,��
������,  �� ���� ��������� ���$��� u � index(u)=j<i , �� ��� ����� ���$��	 w c j<index(w)<i . ������� f �� 
������� �� xj � ������ �
����	 ���$�� low(u) � high(u) �	������ ������� f, � ��� ����	, �.�. G �� �����%���	� 
����. ������� ��, ���$��� v` 
����� !	�� ������ G` � ��� ����	 ��������	. 
#������ �	 
�������  �� ������ �����%���	� ���� ��
����� � ��!� ����������� ���� ����� ���$��. ,��
������, 
 �� ���� G �������%���	�. .��
� �	 ����� �������� ���� � ����$�� ���� ������ ���$��, �	�����%�� �� �� 
����� �������. 1��� ���� G ��
����� ���$��� v �����,  �� low(v)=high(v), �� ����� ����� ��� ��� ���$���, � 
�� 
���� ���$��, �����	� ����� ���$��� v � �� ����� «�����» �������� ��� ���� ����� low(v). 1��� G ����� 

�������	� ���$��	 v � v` �����  �� �� �
����	 ��������	, �� �
�� �� ��� ����� ����� ���. 



III. *������� 
 
( ���� ����� �	 �����
��� ������������� ��$��� ��
��������� �� �������	� �������.  #� ���. 1 ���� ��������� 
�����%���	� ������������	� ������. #�����������	� ���$��	 ��
�������	 �������� � ��
������ � 
���� 
����� 0 (low) � 1 (high). .���������	� ���$��	 ��
�������	 ���
����� �� ��� �����. 
 
�. ,�����	 �������. 
�������, ������� � �� ����� ���������� 
��� ��� ���� ������ ���������, ��
�������� ������ �������������� 
���$���� � 
���� ����� low �� ��� ����� 0 � high �� ��� ����� 1. 
������� «�� ��» 
�� n ���������� ��
�������� ������ � 2*n+1 ���$�����. "���� ��
��� �����%����� ������ 
��
��������� � ��������� � «������ ������
����», 
�� ������� ���!����� 2n ����. 
*��
��%�� ����� – ��� ���� �	�����%�� ������� x1*x2+x4 � ��
����%�� 5 ���$��. -��� ����� ������������ 
��
 ��� ��	� ������� �����%���	� ������. (�-���	� ���� �� ��
����� ���$��	 � ��
����� 3, �.�. ������� �� 
������� �� ����� ���������. ����� �� �� ��� ��� �� ���: �����%���	� ���� ������� f ������� ������ �� ���$�� 
��
����%���� � If. .���� ��
��  �� �������	� �
����	 ����������� 
��� � 
��� � 
����� � �������	� ���$����, 
��� ��� ������� �����%��� ������ ��
��������� �������, � ����� ����� ����� � ���������� ���������, ���� �
�� 
������� !	�� ��
�������� � �
�����, ��������� ����� !	�� ���������� �� ���� ������ ����� ����. 

 
 

������� 1. ,����� ������������	� ������ 
 
 



 
(. 4���������� ���
�� 
���. 2 ����	���� ��� ������ ����� ������� �� ���
�� ���������� � �������, 
��� 
�� �����������	� �������.  .�� 
������� x1*x2+x3*x4+x5*x6 � x1*x4+x2*x5+x3*x6 ���� ����� ������ ���
��� ����������, �� � 
�� ��
��������� 
�
��� �� ��� ���!����� ���� � 16-� ���$�����, � 
�� 
����� � 8-�. 
,�� 
�������� ��� ���� ���� 
��� ������, ����� ����� ����
� ��������� ����� ��!����. ,��
������� ��!� 
��������, �����	� �	 ������ !�����	� �������, ������
� ������� � ����������� � �� ����
������������, �.�. 
x1, x2 � ��� 
����, � � ����� �	
��� ��������� 0 ��� 1. .���� �������� ����!��� 
������ ���� ���� ����� ����� 

�� �������� ���������� � ���������� �����	� �� ��� ��� �� 
�� ���������� �	��
� ���������� �������. 
#������	� ������� ���!��� �������� ������ �!/��� ����������. #������, 
�� �	 ������� ������� «���������», 
����� �������� ���!��� ����� 
�� �������� ��� ���� ����������, �����	� �� ��� ��� ��. .�� 
�� ������� 
x1*x2+…+xn*xn+1 ��������� ���
�!����� �������� !	�� �� ���� �
�� ��� ����� 1 � �������� ��� ���� 
��
	
�%��� ���������, � 
�� ������� x1*xn+1+. . .xn*x2n, ��������� ���
�!���� ������� ���	� n ���������� 
�� 
���������� �	��
� ����������. ������������	� ���� ����� ��������������� ��� ����� ��������. "� $� ����� 
������� �������� �	� ���������	 � ����� ��� !��	. ( ����� ��� �� ��������� ����!����� b !���� 
�� 
��
�������� ���������� � ���	� i ����������, � �� ����� ��� ��!�� ���� 
�� ���� ������� !�
�� ��
������ � 
����$�� ���� 2n ���$��, ��� ����������	�, ��� � ������������	� � ��
����� !���$� i, � ����%�� ���
�%�� ����� 
�� ���$�� � ��
������ ����$� � ����	�� i. #������, ������� x1*x4+x2*x5+x3*x6 ���!��� 2

3 ������ ���
� 
���$����� � ��
������ ����$� ��� ����	�� 3 � �������	�� ���$�����. ,���	� ��� ������ ����� ����� ��������� 
����� !������� 
�����, � ���� ����� ���$�� ������ �������������� � ����$���� � ���� ����� ����������. 
,�������� �� ��� � 
����� ������	. +��
���� ��������� �������: 
fb1,…,bn(xn+1,…,x2n)=b1*xn+1+…+bn*x2n 
0�� ���� �������	� ���!������ ��� ���� b1,…,bn, � �� 2

n, 
����� !	�� ������� �
���� � ����� ������� x1*xn+1+. 
. .xn*x2n. 
,�� ������������ ��$��� ��������� ���!��
��� ���������� ��������� ���
�� ���
�	� ���������� ����� 
������� �� ��������� ��
� �. 0��� �	 ��$�� ��� ��$��� ��!���� �	!���� �
��
�%��� ���
��. 

 
������� 2. ,����� ������� � ������������ ���
�� ���������� 

 



 
C #����
�������� ���������� ������� 
 
#������	� ������� �� ����� !	�� ��
�������	 ���������� �� ���%� ��$��� ����
� � ���
����� ���
��� 
����
������������. ' ���������, ������� �	�����%�� ���� �������� ��������� ��������� � ����� ������. 
,��������� ��
����� 
������������� ����,  �� 
�� ��!�� ���
��� ����
������������ a1,…, an � b1,…,bn � ������� 
���� �
�� �� 2n ������� ��
�������� ���� �������� ��������� a*b ���!��� ���� ��
����%�� � ������� ���� 2n/8 
���$��. ,��� ��� ������ ������� �� ����� ������ 
�� �������� ���� ���������	� �� ������� (�.�. 256 
�� n=64), 
��� �� ����� ��� ����	���� ��������������� ��������� ���� �������. ' ���� ��, �������� ������� �%� �	$�. 
+	��	� ���� �	 �	������,  �� 
�� ���� �������� n ����$� � ������ 8, �	��
��� ������� ��������� ���!��� �� 
!���� 5000 ���$��, 
�� ���� ��������� ���
��� ����
������������. .�� �� �����, 
�� n>10, �������	� ���������	 
���!��� ���� � !����  �� 100 000 ���$��, � ������ ���������� ����������� �� �������. 



 
IV +������ 
 
������������ ������� ������� ����� ���������� ��� ������� �	�����%�� ����
������������ �����
 
�����	� ������ ��
��������� ������� � ���
������ �������	� �������. #������, �	 ����� �������� 
��
��������� ������� �	 �������� ���� ����� ������� ����������� ����. #� ���� � ��
��������� ���
�	� 

���	� � ���%�� �����, �	 ���
��  ���� ����, ����� ������� �	 �����%�� �	��
 �� ���
�� ���� ����� ���� 
������� ������� ������� � �������� �� ���
� � ����. 
.���� �!����� �	 ����� �������� ��
 ������� �������, ����� �� ��� 1 (����������) ��� 0 (�
������������), ��� 

����� ������� (���������������). &	 ����� ����� ��� ��� ���������� � ��������� �
������������. 
( ���� ���
��� �����	 ��������	 ������	� ������� � !������ ��������, ��
���������� � ��
� �����. 
( ��!���� 1 ����
��	 ������	� ������� � �� ���������. ������� f ��
�������� ������ G, ��
����� |G| ���$��. 

 
,����
��� ��������� (�������� ��������� 
Reduce G ����
�� � 

������ ����� ����� 
O(|G|log(|G|)) 

Apply f1<op>f2 O(|G1|*|G2|) 
Restrict f|xi=b O(|G|log(|G|)) 
Compose f1|xi=f2 O(|G1|

2*|G2|) 
Satisfy-one �
�� ������� Sf O(n) 
Satisfy-all Sf O(n*|Sf|) 
Satisfy-count |Sf| O(|G|) 

 
.�!���� 1. +�����	� ������� � �� ��������� 

 



 
A *�������� 
���	� 
,��
������ ��$� ��������	 �� ��������� ��������� ����� ��	��. '��
�� ���$��� !�
�� ��
�������� ��� ����� 
��
�: 
type vertex = record 
 low, high : vertex; 
 index : 1…n+1 

val : (0,1,X) 
id : integer; 
mark : boolean; 

end; 
 
) �������������� � ������������ ���$��	 ��
�������	 ������ �
���� ���, �� ��� ���� ���� ������� �� ��� 
���$��	: 

��� ������������ ���$��� �������������� ���$��� 
low null low(v) 
high null high(v) 
index n+1 index(v) 
val value(v) X 

 
,��� id � mark ���������� ����������� ����� ������� ����������. ,��� id ��
����� ���� ������	� 
�
�����������, ��������	� 
�� ���
�� ���$��	 �����. ,���
�� ���� �
������������� �� �����. ,��� mark 
����������� 
�� ������� ��� ���$�� �����	� !	�� ���%��	 �� ����� �!��
� �����. ,����
��� �!��
� ����� 
��
�������� �� ���. 3, ���� �������� ����������� �� ������ ����
��, � �����, ���� ���!��
��� ��������� 
��������� 
������� � ���
�� ���$����. -�� ����
��� �� ����� �!��
 ����� � ���$��	, � ��
�������� ��� ��� 
��� mark �� ������ ����	 true ��� false. ,����
��� �������� ����������� � �!��
�� ��� ���$��	 �����, �!	��� � 
���
�� �� !���� �
���� ����. *�������� ������ ��������� ������������� ���� ����� ���$�� � �����, �.�. O(|G|). 
6������� �����$���� �������� ��,  �� ��� mark � ���� ���$�� ���������� �
������	�. 

 
������� 3. ,����
��� �!��
� ����� 

 



 
B. ��
����� 
 
�������� ��
����� ���!������ ���������	� ������������	� ���� � �����%���	� ����, �	�����%�� ���� 
����� �������. +!��!���� ����� �� ������� � ������������ ���$��	 � �������� ���$���, ���
��� ����������� 
�
����� ������������ ��������	� �
�����������. .���� �!�����,  �� id(v)=id(u) �������� ������ ���� fv=fu. 
.���� �!����� ��� ����� ���� � ������� ��� �������%���� �

�������. 
*����$�� �!��
 ���$�� � ������������ 
� ��������, �������� ���������� ����� ���$���� ���
��%�� 
��
������	� ����
��. (�-���	�, 
�� ����������	� ���$��	 � �
������	� ��� ����� 
����	 ����� �
�������� 
�����. '�� ������� ��� ����������	� � ������������	� ���$��	 ��
����� !���$�,  �� i, �����	� ��� !	� 
����������. .�� ��� �	 ��!����� � ���$�����,  �� ��
��� ����� i , ���$��� v 
����� ����� id(v) ����	� 
�
������������, �����	� ��� !	� ����������, ������ �� �	������� 
��� �������. ,�����, ���� 
id(low(v))=id(high(u)), ��� �� ���$��� �����%��� � ����� �������� id(v)=id(low(v)). (�����, ���� ���� ���$��� u � 
��
����� index(u)=i � id(low(v))=id(low(u)), � id(high(v))=id(high(u)), ���
� ����	 � ���$����� u � v ��������	 � 
����� ���������� id(v)=id(u). 

 
)���
�	� ��
 ���� ����
��	 ������ �� ������� 4. *�� ��� ���$��	 ��!������� � ����� � �� ��
�����. -�� 
����� �
����� � ���%�� ����
��	 �!��
�. 4���� ��!��� ��
���� �� ������ �� ������������ ���$��	 
� 
��������. 0�� ���
�� ���$��	 � ����� �	 ���
��� ���  (value) 
�� ������������ ���$��	, � (lowid, highid) 
�� 
�������������� ���$��	, �
� lowid=id(low(v)) � highid=id(high(v)). 1��� � ���$��	 lowid=highid, �� ����� ����� 
�	������ id(v)=lowid. )��������	� ���$��	 ����
� ��	 � ��� �. #��!��
��� ����� � ���� ���$���� � 
�����, � �������� ���$��	 � �
������	�� ��� ���. � ����� �	!���� � �
��� ���$��� 
�� ���
�� �����, � 
�������� ��������� �� ��� ���$��	 � �������. (	!����	� ���$��	 � 
�
�� ��� �����%���	� ����. (�������� 
��������� ������ ��������� �
���� �� ��������� ��������� ��������� ���������� �����. � ��� ���	� ����� 
�� 
���
�� ���$��	, � 
������$�� ���� !	�� ����������	 ��� ��������	� ��
���	. 
#� ������� 5 ������ ����� ��!��	 ����� ���������. +������,  �� ��� ���$��	 � ��
����� 3 ����� �
������	� 
���  (key), � ���$��� � ��
����� 2 (������� �����) �������� ��$���. 

 



 
C. ,��������� (apply) 
 
,����
��� Apply ���
��� ��
��������� !������� ������� � ��
� �����. +�� ���
��� ���� ��
�������%�� 
�� 
������� f1 � f2, � ������� <op> (�.�. !������� ������� 2 ����������), � ���
��� �����%���	� ���� f1<op>f2, ��� 
[f1<op>f2](x1,…,xn)=f1(x1,…,xn)<op>f2(x1,…,xn). 
* ���%�� ��$��� ��
��������� � ��� ���� ����������� �	������ ��!	� ������� � �������� � ���%�� 
������� ���������. -�� �	
����� ��$ ����
 �� 
����� ������� 
�� ��!��	 � !�����	�� ���������, �����	� 
���!��� ����	� ��������	 
�� �	������� ���������, �������� � 
����� 
�������. 
�������� �� ����� ��!����� � �����, ��� � �������� 
��� ����������, � ��� 
� ������ ����� �����.  
*�� ��� �!/����� �������� �
�� ���������. ,���� ��$�� 2 ����
� ��� $���� ������������� ���������. 
6������%�� ��������� ��������� �������� �� ���
��%�� �������� 
f1<op>f2=(-)xi*(f1|xi=0<op>f2|xi=0)+xi*( f1|xi=1<op>f2|xi=1) 
0�� ��������� �������� � ������� ��
���������� � ��
� ����� � ������� v1 � v2 , �	 
����	 ����������� 
��������� ��� ���. (�-���	�, ��
������,  �� ��� �!� ���$��	 �!� ����������	�. .��
� ����������� !�
�� �� �� 
���� ��� value(v1)<op>value(v2). #� ��
������,  �� ���� �
�� �� ���� ���$�� ��������������. 1��� 
index(v1)=index(v2)=i , �	 ���
��� ���$��� u � ��
����� i , � �������� �������� ���������� 
�� low(v1) � low(v2) 

�� ��� ���� low(u), � ������� �� 
�� high(v1), high(v2) 
�� ��� ���� high(u).  
,��
������,  �� �������� ����� ��������, ���
� index(v1)=i, � v2 ������������ ���$��� � index(v2)>i. .��
� 
������� ��
���������� ������ � ������ v2 �� ������� �� xi , �.�. 
f2|xi=0 = f2|xi=1 = f2 
..�. �	 ���
��� ���$��� u � ��
����� i , �� ���������� �������� �������� � low(v1) � v2 
�� ��� ���� �
����� � 
������ low(u), � � high(v1) � v2 
�� ��� ���� – high(u). ������� ��� �������� ���� ������� ������� v1 � v2.  ( 
����� �������� � ���������� ��� ����� �������%���	� ����, � ������ ���� ���!��
��� �������� �������� 
�����%����. 
,�� ������������ ��������� ��������� �	 ��� ��� ��������������� ��������� ���������, �.�. �� �!��!���� 
�
��� ���$��	, �	�	������ ����������� ����
��� 
���
	. -��� �������� ����� ������$���������� ���
��%��� 
����!���. 
,���
� �����, ���!��
��� �����$��� ����
 � �
����� �� !���� �
���� ����. 0�� ����� �	 ����� ���
����� 
��!���� ��
����%�� (v1, v2, u), �.�. ����	���%��,  �� ����������� �!��!���� �
������ v1 � v2 ���� ���� � ������ 
u. ( 
������$�� �� ��!��� � 
���� ���$�����, �	 ��� ��� ������� ���� �� ���� ���$�� � ��!����. ) ���� ��� 
��� ���$�� ���� � ��!���� ��������� ����� ������� �����. ( �������� ��� ��, �	 �����$��� ������� � 
�
������� � ������� ��������� � ��!����. .���� �!����� ��������� ��������� ��������� �������� � O(|G1|*|G2|). 
.���� ��
��������� ��������� ��� ������� �����%��� ����� ��!��	. ..�. � ����� � ���  ���� ����� ����� �!%�� 
�
����	. 
.���� ��
������,  �� �
�� �� �
������, ������� v1, ��� ������������ ���$���, � � ���� ��� �� ��� ���� 
value(v1) – ��� ����������� ��� ����, �.�. �	 ����� value(v1)<op>a=1 
�� ���� �, ��� value(v1)<op>a=0 
�� ���� �. 
#������, 1 – ��� ����������� ��� ���� 
�� ���� ���������� OR, � 0 – ��� ����������� ��� ���� 
�� AND.  ( ����� 
��� �� ��� ���!��
������ ������
��� �����-��!� 
�������. &���� ����� ���
��� ������������ ���$��� � 
���!��
��	� ��� �����. 

 
������� 6. ,����
��� ��������� (apply) 



 
�������� ������ �� ���. 6. 0�� ������	 ��
��������� � ����������, ��!���� ��
�������� 
������	� ��������. 
#� ������� !���� ���������	� ����	������ ������������ ��$-�������. 0�� �������, �������� �� �
�� �� ���$�� 
���������	� ��� �����, �	 �������� v1.value<op>v2.value �������� ������� ��� ����!��. .�� ���� 
b<op>1=b<op>0=a, �� b<op>X=a, ��� � b<op>X=X. -�� �������  ���� ���������� �� ������ ���� ����� 
�����������. 
���������� ��������� ��������� ����� ���������, �� ������������ ��� �� ������ � ���� ������� ���$�� |G1| � 
|G2| ��������������, ����� ��������,  �� ����
��� apply-step ������
�� ���������	� �	��� ������ ���	� ��� �� 

����� ��� ���$��, ������ �!%��  ���� �������� �� ����� 
���� � ��� ���� 2*|G1|*|G2|. .�� �� ����� 
������������� ��!���	 ���!��� ������� ������������� �������� ������, �.�. +(|G1|*|G2|). .���� �!����� �!%�� 
��������� ��������� ���
������� ��� +(|G1|*|G2|). 
( ��
$�� ��� ��, ����� ����!������� ������� !���$�. ..�. ����, ��� ���	� � ���������� ��������� �������� 
f1<op>f2 ����� ��
������ ���� ����� ���$�� ������ +(|G1|*|G2|). #������, 
�� ��!	� ����������	� m � n 
f1(x1,…,x2n+2m)=x1*xn+m+1+…+xn*x2n+m 
f2(x1,…,x2n+2m)=xn+1*x2n+m+1+…+ xn+m*x2n+2m 
-�� ������� ��
�������	 ������� � 2n+m+1 = 0,5 |G1|*|G2| ���$�����. #� � ������%�� ����� ��� !���� ������������ 
��������� 
�� �	������� ���� �������, � ��
$�� ��� �� ������ �� �������� �����������%��� �����. 
)��� �!%�� ��������� ��������� � �����
$�� ��� �� !�
�� +(|G1|+|G2|+|G3|), �
� G3 – ��� �����������%�� ����. 

 

������� 7. ,����� ��!��	 ��������� ��������� 
 
������� 7 ����	����, ��� ��$ �������� �	������ 
������� OR �� 
��� ������ �	�����%�� ������� (-)(x1*x2) � 
x2*x3. 4
��� ������ ���� 
�, � ���� �����%����.  



 
D. +����� ����. 
-��� �������� ���!�����	���� ���� �	�����%�� ������� f � ����, �	�����%�� f|xi=b. -��� �������� ����
�� � 
����� �����, �� ���� � ����� � 
� ���$��	 � ��
����� i , � ���� ������
���� ������ high(v)=1 ��� low(v)=0 
�� 
b=1 ��� b=0 ��������������. 4���� �	�	������ ����
��� �����%����.  
(�������� ��������� ���� ������� ����������� ��������� ���������� ����
��	 �����%���� �����. -��� 
�������� ����� !	�� ������� �
���������� � ���������� ���������� b, �� ����� ���������. 



 
E. '�������� 
�������� ��������� ������ ����, �	�����%�� �������, ��� ����� ��� ��������� 
��� 
�����. '�������� 
����� !	�� ��
�������� � ���%�� ������ ���� � !�����	� �������, ��� � ���
��%�� ���������� (��
 
3 ������) 
f1|xi=f2=f2*f1|xi=1+(-)f2*f1|xi=0 

#�$� ��������	 
�� ������ ���� � ��������� 
������ �	 
�� �	������� ���������. #� ��� �� �����, ���� 
�� 
������� ��
�������	 ������� G1 � G2 ��������������. .� �	 ��� �� ��������� ��������� � ��
$�� ��� �� 
O(|G1|

2*|G2|
2). #� �	 ����� �����$��� �� 
� O(|G1|

2*|G2|) ���� �������  �� f1|xi=f2=f2*f1|xi=1+(-)f2*f1|xi=0 ����� !	�� 
��
�������� � ������� 1.) (����-��-��� �) ITE (if-then-else) 
ITE(a, b, c) = a*b+(-a)*c 
-�� ������� ����� !	�� �������� � ���� �������� f2, f1|xi=1, f1|xi=0 �� ������������ ��������� apply. ,����
��� 
compose ���
�� ��� ������� � ��������� 
��� �������. ( ���� ����
��� ��
� �������� compose-step �������� 
������� ITE � �	 ������ ������ ���� f1. #� ������ ����, ����� �� ���� �������� ��������� 4 ���
�� �� ������� 
������ ���������. #�� �� ������ �� �
���� ��� ��, ���
� ��������� ��������� !	�� !	 !���$� +(|G1|*|G2|) 
(� ������ ��� ��� ��������� 
��� ������� ����� !	�� �	������ �����
� ��%�. ,���� 
�� ������� 
��
�������	 ������� G1 � G2 ��������������. &	 ������ �	������ ��������� ���� �������, ������� ���
�� 
���$��� G1 � ��
����� i ����� G2, ������� ��� «������» 
� ������������ ���$��	 � G2 «��������» low(v) � high(v) 
� ����������� �� ��� ���� ������������ ���$��	. #� �	 ����� �
����� ��� ������ � ��� ��� �� ���
� ��
��� � 
��� ����� ����� �� ����$�� ��$� ����
������������. ..�. �� ����� !	�� ��
����� j5If1, k5If2, �����  �� i<j<=k 
��� i>j>=k. � � ��� ��� �� ���� �!� ����
�	� ����� ���%��	, �� � ��� ���	� ���� !�
�� �����%���	�. ( ���� 
����,  �� ��� ������� �������� 
�� ��
� ��� ���, ��� �������� ����%�� �����������. 

 

������� 8. �������� ��������� 
 



 
F. 6
������������ (satisfy) 
0�������  ���� ��
�����	� ����� – ��� ����� � ���, �
����������� �� ��������� ��������� Sf ������� f, ���� �� 
���� ����� ���������, ����� ��������� ��� �� ����� �
�� �������. '�� ��
�� �� ��!���	 1, ��������� ����� 
��������� $����� �����������. ,������ ������� ����� !	�� ���
�� �� ����� �������������� n, ���� ����� 
������������	� ����������, �� �������,  �� ���� �����%��. ,�� �������,  �� ��� ���� ��������� Sf ��� !����	� 
����
������������ 
���	 n, �������� �������� ��������	�. &	 ����� ��� ��� ����� ���� ��������� 
��������� Sf �� ����� �������������� n,  ���� ���������. .�� �� ����� ��������� �!��!��	���� ������� � 
���������� ������� ��
���������, �� � !���$��� ����������� �
������������ Sf. #������ ������� «��������� 
1» ��
�������� ������ � �
��� ���$����, � ��������� �
������������ ��
����� ��� 2n �������	� ���!������ 
���
�	� 
���	�.  
1��� �	 ����� ����� ������� �� ��������� �
������������ �
����������%�� ��������, �� ����� 
�� ���� ���� 
��� ������ ��� �������	 ��������� �
������������, � ��� ���� �	!����� �� ��� �
�� ������� � ���!����� 
���������������. (����� ����� ��� ���
��� ������� ��� �������� � ����� !������� �������, �	 ������ ��������� 
������
���� ����� �������� � ����
��� �������, � ����� � ���%�� ����
��	 satisfy-one �	!���� �����	� 
�������. &	 ����� ����� �� ����� ������ ��������� �
������������, �������� ��������, �� ����� 
�������������� ������� �����. #� ������� ����	������,  �� �����
� !	����� ��������� ��� ����� �� 
��������� ����� ���������,  �� �� ��� ������� ���� ��������� ���������, � ��� ���� �� ����� �� ���� �����. 

 
������� 9. ������� satisfy-one 

 
,����
��� satisfy-one ������� �� ������� 9, � �� ����� ���������� ��� ��� ��� ���� (��������� �� ���$���) � 
������ x. ( �� ����� ���������� ��� ������%��� false ���� ��������� �
������������ ����, ��� true � �������� 
��� �� � ������ x ��
����� ��� ���� �������� ��������� �
������������. *���� ��!��	 ����
��	 �������� �� 
������ ������ «�����» � ������������ ���$��� �� ��� ����� 1, � ����� ��������� �!������� ��� � �����. -�� 
����
��� ��!����� � ��!	� ������������	� ������. ,�� ��������� ���� ����
��	 � �������%������ �����, 
����� ����!������� 
������� ����� �������. � 
�� �����%������ ����� �	 ����� ���
����� ���
��%�� 
��������. 
"���� 3: ���
�� �������������� ���$��� �����%������ ��������������� ����� ����� �����
�������� 
������������ ���$��� �� ��� ����� 1. 
 

 
������� 10. ������� satisfy-all 

 
0�� ��� ������� ��������� ��������� �
������������, �	 ��
�� �
����� ����� ������� �����, � �	��
��� 
������� ���������, ��� ������ 
������� ���$��	 �� ��� ����� 1. ,����
��� satisfy-all, ��������� �� ������� 10, 
��������	���� ���� ����
. -�� ����
��� ��
����� ��� ���������: ��
��� ����%��� ��������������� �������� � 



��� �������, �������� ���$��� �!��!��	������� �
����� � ������, ���	���%�� ��������� �����. ,����
��� 
�	�	������ � �������� ���$��	 �



V -�������������	� ���������	 
 
'�� � ��� 
����� ��������	 
�� ��$���� NP-�����	� ��
� , ��$ �������� ����� ��
$�� ��� �� ��
��������� 
���������	� 
�� ���� ��!���, ����� �������$��. &	 ��
�����,  �� ��$ �
��
 �������� ������� �� �������. 
&	 ��� �������,  �� ������ ����� ������ ������� �� ���
�� ���
�	� ���������, � ��  �� ��$ �������� 
����������, ���� ������� ��
�������� ������ ��������� �������. 2����	� ����� ��$��� �����������: ��� 
�	!���� �
��
�%�� ���
�� ���
�	� ���������, � ��������� !���$�� ����� !	�� ���� �� �������. 
&	 �������,  �� ��$� ��������	 �������	 
�� ��$���� ��
�  ���� ����� �����������, ���!���������. ( ����� 
��$ �	� ������,  �� ���������� ��!���� ����� �������� � ���������� �	!���� ���
�� ���
�	� ���������. 
#� ����� �� ������� �� ��� �����. #� �������, �������� 
������� !	���� ���������� � ������� ��
����%��� 20000 
���$��. 
( ���� ������ �	 �!��
�� ��!���� ������� �
������������ �	������� ���� ����� ������� �� �����������. ( 
�� ����� ������ �	 ���������� ��������� �"6 74181 � 74182 TTL. 181 ��
�������� ��!�� 4-!����� �"6, � 182 - 
???. '��!������ ���  �	 ����� ��� ��� �"6 ��!����%��� �� ������ ��!�� 
���	, ������� 4-��. �"6 � 
�������� ����� n ����� 6+2n ���
��: 5 ���������	� ���
�� ��� ���	� ��� m, s0, s1, s2, s3 
�� �	!��� ������� �"6, 
!�� ������� cin, � 2 ������������	� ����� � n !�� ���
��, �!���� ���	� a0,…,an-1 � b0,…,bn-1. #� �	��
� n+2 !��: 
n !�� ���������� f0,…,fn-1, !�� ������� – cout, � !�� ��� ���� A=B (��������� ��������� AND � ����������). 
0�� ��$��� ����������� �	 �	���� ������� 
�� 
���  ��� � �!/�
����� �� 
�� ��� ���� ����� �	� 
���!������ �"6. .���� �!����� �	 ��� ��� �"6 � �������� ����� 4, 8, 16, 32 � 64 !��� (��!���� 2). -�� 
���	� 
�������	 �� ����� $�� ���
��� ����
������������, ������� �
����� �����. ( ��!���� pattern ����	���� 
���� ����� ����� �	� ���
�	� ���!������. ,����������� ����� ���������� � ������������� Digital Equipment 
Corporation VAX 11/780 (1-MIP ��$���). ,����
��� ������� ����	���� ������ ����� 
�� �	������� A=B. )� ���� 
��� ���, �
��� ���� �������� ���	� !���$��. 
'�� ��
��, ����� ���!����� 
�� ����� ���������� 
������� �������, �.�. ������	� ����
��	 ��!����� 
������� 
!	����. (���� ���!����� 
�� �����%���� �����, ����
����� �� �!��!���� ����������, �� �	���	 ������� apply-step 
� compose-step ���������� ���
�� 3 ms. #������ 
�� �	 ������� 64-!������ �"6 ����
��� 
�� ����
��	 
�	�	������ !���� 1,6*106 ���. +!%�� ��������� ��
��������� ���������� ���
��� ������� �����. 
) ������ ����� �  ���� ���� ����� ��������� ������ ������� � ����������� �� ������� �����, � ����� ������ ��� 
������
���� ���� 
��� ��������. ,�� ������������ ������� ����������� !	�� !	 ���������������.  
#� ������� 11 ��
�� ��� ������ ����� ������� �� ���
��� ����
������������. #���� $�� ������� 71. ,�
�!��� 
�������� �	 ��� ������������� � 3-�� �����. #������ ����� ���������	� ���
��� �������� ����! 72, ��� ��
�� 
�	 ������� ���
�� ���
������ !���� (�� ����$��� � ���
$���). #����
$�� ��������� �������� ����! 74, �
��� 
��
�� �������������	� ����. 
-��������� ������,  �� ��$ �
��
 �������� ���������	� 
�� �!��!���� ���� ����� �������, � �
��� 
�
��������	� ������ �����. #��!��
��� �������� �	!���� ���
�� ���
�	� ���������. ,�������	� �	!�� 
������� ������� �!��!����. ,� ��������� �� � 
������ ��
����������� !�����	� ������� ��$ �	!�� ���!���� 
����������. 
#������, ��!���� ���������� ���������� 
�� ��
��������� �"6 � 
����� ����� !���$� 8. 



VI (	��
	 
 
&	 �������,  �� ���� ����� ��� ��������� ����� ����� ��
��������� !�����	� �������, ������� ������ ���� �� 
���$��	, �� ���� ������������ ������� ��
�������%�� ������� !�
�� ������ ����� ������. ����� ����, �	 
����� ������� ��!�� ����, �	�����%�� �����-��!� �������, � ������ ����� ����� �� �������� �����. #�$ 
�������� �����%���� �� ������ ������������ ���� �� 
������� ����� �����, �� ����� � ��������� �	������ 
������� �� ���������������, �
��������������� ��� ����������. -�� �������� ��������� � ��� �����	� �� 
�������. 
&	 ��
������� ��������� ���������� 
�� �	������� ����� �	� ������� � !�����	�� ���������, 
��
��������	�� � ��
� ������. '��!������ ������� ��!��	 � !�����	�� ��������� � ��!��	 � �������, �	 

������� �	����� �����������. ( ��$�� ��� �� � �� ����� ������ ���� �	������ ���� ��
��������� ������� (�.�. 
���� ����� ����� ���!��
���� 
�� �������� ���$��), � �� ������� ��
 ���. 
����� ���!��� ����! 
�� �����%���� 
��� ��� 
�������	 ��$���� �	��
�%�� ������� 
�� ������	. #������, �� 
��
������ ��� ������� 
�� ���� 8 �	��
�� �"6 74181 35-� ���$�����, � ��$� ��
��������� ����!����� 918. ��
 
����� ������ ����� !	�� �������� � ��$��� ��
���������. 
����$������ ������	� ������ ����� ������������	� �	��
	. ( ��$�� ��� �� �	 ��
������� ���
�� �	��
�%�� 
������� ��
����	� ������, �������� �� ��  �� ������� ����� !	�� � ��� �����, ��� 
��� ��
������ ��������	� 
�
����	. ( �� ����� �����������	, ����� ��
������� ��������� ����	� ������ � �����	� ������. #�$ �������� 
�����%���� ����� !	�� ������� � ����� ������ 
�� ����� ���� 
�!��������	� �
������. #������, �	 ����� 
��
������� n+1 ������� 
�� 
�!������� 
��� n-!���	�  ���� ����	� ������ � 9n-1 ���$�����, � �� ����� ��� 
��
����	� ���� ��
����� !	 � ��!� 3n2+6n+2 ���$��. )���
� �� ���� �
�� �	 ����� ���
����� ��������� ������, 
��� ������ ��������� 
���	�, � ����������� �������� �����%���� 
�� ��� ���� ������ �����. * ����� 
����������, �	 ����� ��� $��� ����
��� apply ��
������ � �� ����� ���������� (v1, v2, <op>, u), ����� �!����� 
 ��!	 ��������� ������� ��������� � ���� � ������ u. 
����� ����� �������� ������	 (�����) ��
������� ������� ��� 
���������� 
���. ..�. ������� f|xi=g ����� !	�� 
��
�������� ��� f � g (�����	� � ���� � ���
� ���� ����� !	�� ��
�������	 � 
�������������� �����). ' 
��������� ��������� ������� ����� 
������� ����� ��������� 
���������� � ��� �� ����
�� � ������ ����� 
�����. #� ��� �� �����, ��� ��
�� �� ���
��� IV-E ���� ��
 ������� f � g, �����	� �� ��������� ����� �������� 
���$��	 �����, �	�����%��� �
�� �������, �������, �	�����%��� 
�����. 0�� ������ ��� �� ������� ����� 
��������� � 
�������������� ����� � ����
���� � ������ ����� ����� 
����� ���� �� ����� �!��!����. 
#������ ������� x1*x2n+x2*x2n-1+…+xn*xn+1 ����!��� ���� � 2n+1 ���$�����. -�� ������� ����� !	�� 
��
�������� ��� ��
 ������� fn=xn*xn+1: 
fi=(xi*x2n-i+1+xi+1)|x(i+1)=f(i+1)  

�� n>i>=1. '��
�� ����� ������� ����� !	�� ��
�������� 6-� ���$�����.  
' ��������� �%� �� ����, ���  ���� ����� ����� ����� ��� �� � ��� �� �	�����. 



,��������� 
 
*�������� ���� ��������� ��������� 
 
( ���� ��������� �	 
������,  �� ��$� ��
��������� �� �������� 
�� ������� �	�����%�� ���� �������� 
���������, �.�. ������ ����� ������ ��������������. ,��
������,  �� ����� (2n)! �������	� ���!������ 
���
�	� ���������, � 
����� �������� �	 ����� �� ��
������ �� ��� ���� ����������������� ����������, � �	 

����	 
������� ���. 
#�� ���!��
��� 
������� �� ������, ��  �� 
�� �	������� ��������� !���$�� �!/��	 ���������� 
����	 !	�� 
��������	 �� ��������� ���
�� � ��������� �	��
��, �� � ��,  �� ��
����	� ��������� ���!��� !���$�� ���
� � 

���	�. 
,��
������, ������
���� ��������� a1,…,an � b1,…,bn, ������������%�� !�������� ��
��������� ���	�  ���� 
a � b c a1 � b1 � �� ����� ���
$�� �����
��. ��������� !�
�� ��
������ 2n �	��
��, ����
� �� ���
������ 
������
���� a*b, ��� ������� muli(a1,…,an,b1,…,bn) 
�� 1<=i<=n. 0�� ����������� π {1, … , 2n}, ���� G(I, π) – ��� 
���� � ���
��� �1,…,�2n ���
����%�� ������� muli(xπ(1), … , xπ(2n)). 
.������ 2: 0�� ��!��� pi ��%������� i, �����,  �� 1<=i<=2n � G(i, π) ��
����� � ����$�� ���� 2n/8 ���$��. 
0�������������: 1��� �
�� �� ������������ ������ 2, �� ����������� !�
�� !��	 ������� ����������� � �������	� 
���%�����, ���
����� �������  ���� 2. #������, ���� b=2j, �� 
 ai-j j<i<=j+n 
[a*b]i= 
 0 ��� � 
2��� G(i, π) 
����� ��
������ 
������ ��� ���� ����� ���$�� 
�� ��
��������� ���� ��� ���� ����� ������
����. 
����� ���� �	 ����� �������,  �� 
�� ��!�� ���
��� ����
������������, �	 ����� �	!���� ����� �� ���
�%�� 
������������ �����������%��, � ����� ������������	�. -�� ����� ����� � ����$�� ���� n/8 ���. 
����� ��������� ��� �	���
�� ���, ���� 
�� ����������� π 
t=|{j|1<=j<=n, π(j)<=n}|, 
�.�. ���� ����� !���� ��������� � � ����� ������� ���
��� ����
������������. 1��� t>=n/2 ���
���� ��������� 
F � L ��� 
F={π(j)|1<=j<=n, π(j)<=n} 
L={π(j)|n+1<=j<=2n, π(j)>n} 
&�������� F ��
�������� �� ��
���	 ��������� a, �����	� ������� � ����� ������� ���
��� 
����
������������, � ��������� L ���
����� ��
��	 b, �����	� ������� �� ������ �������. 
1��� t<n/2 ���
� ��������� F � L !�
�� 
F={π(j)|1<=j<=n, π(j)>n} 
L={π(j)|n+1<=j<=2n, π(j)<=n} 
�.�. ���!����. 
) � ����� � �� ������ ��� ��� ��������� ��
����� � ����$�� ���� n/2 ���������. ,���� �������	 ��������� F 
!�
�� ������������	�� !�����, � �������	 ��������� L �����������%��� (�.�. !����� ���%����). 
0�� 1<=i<=2n-1 ���
���� ��������� Fi ��� 
Fi={j|- j 5 F, k 5 L(j+k=i+n+1)} 
� ���� qi=|Fi|. -�� �	��
 i, Fi ��
�������� �� ��
���	 ������������	� !���� � ����� ������� ���
�%�� 
����
������������ � ������������ � �����������%��� !����� �� ������ �������. 
.���� ���
���� ���������  
Si={x1, …, xn|xj=0 ���� π(j) �� ����
����� Fi} 
-�� ��������� ��
����� 2qi �������	� ��� ���� 
�� ���	� n ���
��. &	 ���
�����,  �� G(I, π) 
����� ��
������ 
��������	� ���$��	 
�� ���
��� �������� Si. ( �������� ��� �� ����� !	�� !	 �	!���� 
�� ����� �	� 
����
������������ ���
�� x1,…,xn � x1`,…,xn` , ��
�%�� � �
��� � ��� �� ���$��� ����� G(I, π) 
�� ��� ���� j, 
π(j)5Fi � xj <> xj`. .���� ���
���� ����
������������ xn+1,…,x2n � xn+1`,…,x2n` ��� 
 1, π(j)+π(k)=i+n+1 
xk=xk`= 
 0, ��� � 
+������,  �� xk � xk` ����	 1 ������ 
�� �
���� ��� ���� k. -�� ����
������������ ��
�� � �
���  ������������ 
���$��� � ����� G(I, π), �� 
muli(xπ(1), … , xπ(2n))=xj 
��� 
muli(xπ(1)`, … , xπ(2n)`)=xj`<>xj 
-�� �������� �� ����
�� ��� � �	��
�,  �� ���� 
����� ��
������ � ����$�� ���� 2qi ���$��. 
0�� ��� ���� ���� ��������� ����������, ��� ���!��
��� �������,  �� 
�� ���������� ��� ���� i, qi>=n/8.  
"���� 4: ���� A, B ���� �
��������� {1,…,n}, ���
�� �� �����	� ��
����� � ����$�� ���� n/2 ���������. 0�� 
1<=i<=2n-1  
qi=|{<a,b>|a5A, b5B, a+b=i+1}| 
���
� ��%������� ��� ���� i, �����  �� qi>=n/8. 
0�������������: �������,  �� A, B ��������� ���
�� �� �����	� ��
����� � ����$�� ���� n/2 ���������. ) � 
����$�� ���� n2/4 �� <a,b> �����  �� a5A, b5B. .��
� 
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-�� ������� ����	����,  �� 
�� ��!�� ����
������������ ���
��, �������	� ������
���� !�
�� 
���������������� �������. -�� ��������� ����������� ����,  �� 
�� ��������� ����
������������ ����� !	�� 
������� ���� �������������� �������. #� ��� ��
�������� �� ����
���, ��!�� ���� !�
�� ���������������� 
�������, �������� �� ���
�%�� ����
������������.  
 


